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Preliminares

Teorema de Punto fijo de Brouwer

Teorema

Sean € N.Si f: B, — B, es una funcién continua, entonces f
tiene un punto fijo.
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Preliminares

Teorema de Punto fijo de Brouwer

Teorema

Sean € N.Si f: B, — B, es una funcién continua, entonces f
tiene un punto fijo.

Teorema

| A

Sean € N. Si K C R™ es convexo, compacto y no vacio y
f: K — K es una funcién continua, entonces f tiene un punto
fijo.
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Preliminares

Teorema de Punto fijo de Brouwer

Teorema

Sean € N.Si f: B, — B, es una funcién continua, entonces f
tiene un punto fijo.

Teorema

Sean € N. Si K C R™ es convexo, compacto y no vacio y
f: K — K es una funcién continua, entonces f tiene un punto
fijo.

Teorema

Sea X un espacio de Banach y K C X un subconjunto convexo,
compacto y no vacio. Si f : K — K es continua entonces tiene un
punto fijo
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Preliminares

Principio de Contraccién de Banach

Definicién

Sea (M, d) un espacio métricoy f: M — M una funcidn.
Diremos que f es una contraccién si existe k € [0,1) tal que para
todo =,y € M se tiene que d(f(z), f(y)) < kd(x,y).
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Preliminares

Principio de Contraccién de Banach

Definicion

Sea (M, d) un espacio métricoy f: M — M una funcidn.
Diremos que f es una contraccién si existe k € [0,1) tal que para
todo =,y € M se tiene que d(f(z), f(y)) < kd(x,y).

Teorema.

Sea (M, d) un espacio métrico completo. Si f: M — M es una
contraccion entonces tiene un tnico punto fijo xg. Ademas si
x1 € M es un punto arbitrario y definimos z,,+1 = T'(x,,),
entonces {z,} converge a z .
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El Problema de Punto Fijo

Generalizando el Principio de Contraccién de Banach

Convexidad

Si f: 8! — S es una rotacién por un dngulo en (0, 27)alrededor
del origen, f no tiene puntos fijos en S*.
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El Problema de Punto Fijo

Generalizando el Principio de Contraccién de Banach

Si f: 8! — S es una rotacién por un dngulo en (0, 27)alrededor
del origen, f no tiene puntos fijos en S*.

Cerradura

Sea f:(0,1) — (0,1) definida por f(x) = &, es una contraccién y
no tiene puntos fijos en (0, 1).

N
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El Problema de Punto Fijo

Generalizando el Principio de Contraccién de Banach

Si f: 8! — S es una rotacién por un dngulo en (0, 27)alrededor
del origen, f no tiene puntos fijos en S*.

Cerradura

Sea f:(0,1) — (0,1) definida por f(z) = §, es una contraccién y
no tiene puntos fijos en (0, 1).

Acotamiento

En cualquier espacio de Banach una traslacién por un vector
distinto de 0 es una isometria que no tiene puntos fijos.
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El Problema de Punto Fijo

El Problema de Punto fijo

Definicién
Sea (M, d) un espacio métricoy f : M — M una funcidn.
Diremos que f es no expansiva si para todos x,y € M se tiene que

d(f(x), f(y)) < d(z,y).
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El Problema de Punto Fijo

El Problema de Punto fijo

Definicién
Sea (M, d) un espacio métricoy f : M — M una funcidn.
Diremos que f es no expansiva si para todos x,y € M se tiene que

d(f(x), f(y)) < d(z,y).

Definicién

Sea X un espacio de Banach y C' C X un conjunto
convexo,cerrado, acotado y no vacio . Diremos que C' tiene la
propiedad de punto fijo si para toda funcién no expansiva
T : C' — C tiene un punto fijo.
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El Problema de Punto Fijo

El problema de Punto Fijo.

Definicién

Sea X un espacio de Banach. Diremos que X tiene la propiedad
de punto fijo si todo subconjunto convexo, cerrado, acotado y no
vacio tiene la propiedad de punto fijo.
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El Problema de Punto Fijo

Ejemplos

El Teorema de Brouwer garantiza que los espacios de dimensién
finita tienen la propiedad de punto fijo.
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El Problema de Punto Fijo

Ejemplos

El Teorema de Brouwer garantiza que los espacios de dimensién
finita tienen la propiedad de punto fijo.

Todo espacio de Hilbert tiene la propiedad de punto fijo.
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El Problema de Punto Fijo

Ejemplos

El Teorema de Brouwer garantiza que los espacios de dimensién
finita tienen la propiedad de punto fijo.

Todo espacio de Hilbert tiene la propiedad de punto fijo.

Para todo 1 < p < oo el espacio ¢, tiene la propiedad de punto fijo.
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El Problema de Punto Fijo

Ejemplos donde no se tiene la p.p.f

El espacio ¢y de sucesiones convergentes a 0 con la norma del
supremo no tiene la propiedad de punto fijo.

Si consideramos la funcién T : B, — B, definida por
T(z1,z2,...) = (1,21,22,...) € una isometria que no tiene puntos
fijos en B,
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El Problema de Punto Fijo

Ejemplo

El espacio ¢ de sucesiones absolutamente sumables con la norma
(0.0

(x1,x2,...)|| = > |xn| no tiene la propiedad de punto fijo.

n=1
Consideramos el conjunto

C ={(x1,x9,...) €1 : 2y, > 0,||(x1,22,...)]| = 1} es cerrado,
convexo, acotado y no vacio y la funcién
T(x1,x2,...) = (0,21, z2,...) no tiene puntos fijos en C'
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Propiedades que garantizan la p.p.f

Estructura Normal

Estructura normal

Definicién

Sea X un espacio de Banach y C un subconjunto convexo,
cerrado, acotado y no vacio. Diremos que x € C' es diametral si
sup{|lz — y| : y € C} = diam(C)
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Propiedades que garantizan la p.p.f

Estructura Normal

Estructura normal

Definicién
Sea X un espacio de Banach y C un subconjunto convexo,

cerrado, acotado y no vacio. Diremos que x € C' es diametral si
sup{[|lz — yl| : y € C} = diam(C)

Definicion

Sea X un espacio de Banach. Diremos que X tiene estructura
normal si todo subconjunto cerrado, convexo, acotado y no vacio
contiene un punto que no es diametral.
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Teorema de Goebel-Karlovitz Médulo de Convexidad de Clarkson

Sucesiones que aproximan a un punto fijo

Definicién

Sea X un espacio de Banach y C' C X cerrado, convexo, acotado
y no vacioy T : C'— C una funcién no expansiva. Diremos que
{x,} C C es una sucesién que aproxima a un punto fijo para T si

nlgrolo T (2n) — an|| =0
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Teorema de Goebel-Karlovitz Médulo de Convexidad de Clarkson

Teorema de Goebel - Karlovitz

Teorema

Sea X un espacio de Banach si C C X es débilmente compacto y
convexo y T : C'— C' es no expansiva. Sea K C C
convexo,débilmente compacto y T-invariante que es minimal con
respecto a estas propiedades. Si {x,} es una sucesién que
aproxima a un punto fijo para 7" en K, entonces para todo z € K
se tiene nlggo |z — 2 || = diam(K). En particular todo elemento

de K es un punto diametral.
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Teorema de Goebel-Karlovitz Médulo de Convexidad de Clarkson

El Teorema de Kirk

Teorema

Sea X un espacio de Banach reflexivo. Si X tiene estructura
normal, entonces X tiene la propiedad de punto fijo.
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Teorema de Goebel-Karlovitz Médulo de Convexidad de Clarkson

Propiedad de punto fijo débil

Definicién

Sea X un espacio de Banach. Diremos que X tiene la propiedad
de punto fijo débil, si todo subconjunto convexo y débilmente
compacto tiene la propiedad de punto fijo.

Teorema de Kirk

Sea X un espacio de Banach, si X tiene estructura normal,
entonces X tiene la propiedad de punto fijo débil.
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Teorema de Goebel-Karlovitz Médulo de Convexidad de Clarkson

Propiedad de punto fijo débil

El espacio ¢ tiene la propiedad débil de punto fijo. Esto fue
probado por B. Maurey en 1980 usando técnicas de ultraproducto.
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Teorema de Goebel-Karlovitz Médulo de Convexidad de Clarkson

Propiedad de punto fijo débil

Ejemplo

El espacio ¢ tiene la propiedad débil de punto fijo. Esto fue
probado por B. Maurey en 1980 usando técnicas de ultraproducto.

Ejemplo

En /1 compacidad débil es equivalente a compacidad en norma,
entonces /1 tiene la propiedad de punto fijo débil.
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Teorema de Goebel-Karlovitz Médulo de Convexidad de Clarkson

Propiedad de punto fijo débil

Ejemplo

El espacio ¢ tiene la propiedad débil de punto fijo. Esto fue
probado por B. Maurey en 1980 usando técnicas de ultraproducto.

Ejemplo

En /1 compacidad débil es equivalente a compacidad en norma,
entonces /7 tiene la propiedad de punto fijo débil.

Todo espacio con la propiedad de punto fijo tiene la propiedad
débil de punto fijo.
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Teorema de Goebel-Karlovitz Médulo de Convexidad de Clarkson

Modulo de Convexidad de Clarkson

Definicion

Sea X un espacio de Banach, el médulo de convexidad de Clarkson
es la funcién dx : [0,2] — [0, 1] definida por

5x(€) = mf{l — || ZF¥|| : 2,y € Bx, lz — y| > €}
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Teorema de Goebel-Karlovitz Médulo de Convexidad de Clarkson

Modulo de Convexidad de Clarkson

Definicion

Sea X un espacio de Banach, el médulo de convexidad de Clarkson
es la funcién dx : [0,2] — [0, 1] definida por
dx(e) = mf{l — H%“y” :x,y € Bx, ||z —y|| > €}

Definicion

Sea X un espacio de Banach, el coeficiente de convexidad de X es
c0(X) = sup{e € 0,2] : 6x(e) = 0},
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Espacios uniformemente no cuadrados

Espacios uniformemente no cuadrados

Definicidon

Sea X un espacio de Banach. Diremos que X es uniformemente
no cuadrado si €y(X) < 2.
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Espacios uniformemente no cuadrados

Espacios uniformemente no cuadrados

Definicién
Sea X un espacio de Banach. Diremos que X es uniformemente
no cuadrado si €y(X) < 2.

Teorema

Si X es uniformemente no cuadrado entonces es super reflexivo.

Teorema

Si €9(X) < 1 entonces X tiene estructura normal. Existe un
espacio de Banach X con €p(X) = 1 que no tiene estructura
normal.
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Espacios uniformemente no cuadrados

La p.p.f en espacios uniformemente no cuadrados

Teorema [E. Mazcufian et. al 2005]

Si X es uniformemente no cuadrado entonces X tiene la propiedad
de punto fijo.
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Espacios uniformemente no cuadrados

La p.p.f en espacios uniformemente no cuadrados

Teorema [E. Mazcufian et. al 2005]

Si X es uniformemente no cuadrado entonces X tiene la propiedad
de punto fijo.

La demostracion de este Teorema requiere el uso de técnicas de
ultraproducto de espacios de Banach.
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Espacios E- convexos

Espacios E - convexos

Definicién

Sea X un espacio de Banach. Sea n € N definimos

O(n,X) =if{e>0:3H{x1,...,xn} € Bx 3 ||z; £ zj]| >
2—¢Vi#£je{l,..,n}.

Diremos que X es O- convexo si existe un n € N tal que

O(n, X) > 0. Diremos que X es E-convexo si X*es O-convexo.

Teorema

Si X es E- convexo, entonces X es superreflexivo.

Francisco Eduardo Castillo Santos iQué es la Teoria de Punto Fijo?



Espacios E- convexos

E convexidad implica la p.p.f

Teorema
Si X es uniformemente no cuadrado entonces es E- convexo.

Teorema [C. Lennard et al 2008]

Si X es E-convexo entonces X tiene la propiedad de punto fijo.
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La p.p.f en espacios no reflexivos

Renorma en ¢;

Todos los resultados anteriores necesitan reflexividad o proponen
condiciones que garantizan reflexividad. Hasta el 2008 no se
conocian resultados para espacios no reflexivos. En ese afo P. K.
Lin demostré el siguiente teorema.
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La p.p.f en espacios no reflexivos

Renorma en ¢;

Todos los resultados anteriores necesitan reflexividad o proponen
condiciones que garantizan reflexividad. Hasta el 2008 no se
conocian resultados para espacios no reflexivos. En ese ano P. K.
Lin demostré el siguiente teorema.

Teorema P.K.Lin 2008

Para = (x1, 2, ...) € £1 definimos
[o.¢]

|z|| = sup{vn >_ |zn|: n € N}, donde 7 es una sucesién
k=n

creciente en [0, 1) convergente a 1. Entonces el espacio (41, ] - ||)
tiene la propiedad de punto fijo.
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La p.p.f en espacios no reflexivos

Generalizacidon del Teorema de Lin

Propiedades

Sea X un espacio de Banach 'y Ry : X — [0,00) (k> 1) una
familia de seminormas tales que:
Ry(z) = ||zl y Vk = 2 Ry(z) < =]
Sea {vr} C (0,1) una sucesién creciente y convergente a 1.
Definimos |||z||| = sup{yxRx(z).

k>1
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La p.p.f en espacios no reflexivos

Propiedades

Propiedades
Sea 7 una topologia lineal en X y que la familia de seminormas

satisfacen:
lim Ry (x) = 0.
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La p.p.f en espacios no reflexivos

Propiedades

Propiedades

Sea 7 una topologia lineal en X y que la familia de seminormas
satisfacen:

lim Ry (x) = 0.

Si x, = 0. limsup Ry, (x,) = limsup ||z, |
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La p.p.f en espacios no reflexivos

Propiedades

Propiedades

Sea 7 una topologia lineal en X y que la familia de seminormas
satisfacen:

lim Ry (x) = 0.

Si x, = 0. limsup Ry, (x,) = limsup ||z, |

lim sup R (zy, + ) = lim sup Ry (x,) + Ri(x)
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La p.p.f en espacios no reflexivos

Generalizacidon del resultado de Lin

Teorema [C. Hernadndez, M. Japén]

Si la topologia 7 satisface que toda sucesién acotada contiene una
subsucesién convergente. Entonces (X, ||| - |||) tiene la propiedad
de punto fijo.
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La p.p.f en espacios no reflexivos

Ejemplos

Si G es un grupo separable y compacto, B(G) (El algebra de
Fourier - Steiljes de G)se puede renormar para tener la propiedad
de punto fijo

El resultado de Lin se obtiene usando 7 = w* y
Ry(x) = [[(I = Pre—1) ()]l
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La p.p.f en espacios no reflexivos

Propiedad S,,

Definicion

Sea X un espacio de Banach y A C X, diremos que A es
métricamente convexo si para todos z,y € A y para todo ¢ € [0, 1]
existe un z € A tal que ||z — z|| =dllz —y| vy

Iz —yll = (1 = 0)llz —yl|.
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La p.p.f en espacios no reflexivos

Propiedad S,,

Definicidén

Sea X un espacio de Banach y A C X, diremos que A es
métricamente convexo si para todos z,y € A y para todo ¢ € [0, 1]
existe un z € A tal que ||z — z|| =dllz —y| vy

Iz =yl = (1 = d)llz — y|.-

Definicidén

Sea X un espacio de Banach. Diremos que X tiene la propiedad S
si para todo A C Sy métricamente convexo y con diam(A) <1
existe f € X* tal que f(z) > 0 para toda x € A.
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La p.p.f en espacios no reflexivos

Propiedad S,,

Si X es uniformemente no cuadrado y tiene la propiedad WORTH
entonces X tiene la propiedad Sj,.
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