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Part́ıculas Brownianas Activas

  

Interés en sistemas de patículas activas Descripción estadística de sistemas
alejados de estados de equilibrio
(Prigogine, Haken,...)

Emergencia de fenómenos 
colectivos asociados a grados de
libertad internos

● Actividad biólogica
● Actividad en sistemas artificiales. 
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Ejemplos de sistemas de part́ıculas activas

  Martínez-García PRL2013
Dees Phys. Biol. 2008

Golestanian PRL2005, NJP2007
Palacci PRL2010,Jiang PRL 2010

Partículas activas In Vivo
Gao ACS Nano 2014

AplicacionesBiológicos Artificiales 

Palacci Science 2013
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Modelos matemáticos de movimiento activo

• Pzribram 1913, demostó que la teoŕıa de Einstein del MB describe el movimiento de
protozoarios.
• Fürth 1920, usó caminatas aleatorias persistentes para describir el movimiento de
protozoarios.
• La fórmula de Fürth concide con la de Ornstein-Uhlenbeck para el promedio del
cuadrado del desplazamiento.
• En el marco teórico de PBAs
• Fricción no lineal (“negative damping”)- Helmholtz, Rayleigh
• “Depot models”
• Naturaleza de las fluctuaciones
• Resulta en un dinámica compleja que parece describir movimiento activo biológico
• Propiedades difusivas novedosas de part́ıculas activas libres
• Distribuciones de velocidades no Gaussianas
• Ciclos ĺımite bajo fuerzas de confinamiento (Ebeling, Erdmann

EPJ2000,PRE2002)
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Fricción no-lineal

v̇ = −γ(v)v + ξ(t)

: γ(v)

“pumping-dissipation”

γ(v) < 0 si vi < v0

γ(v) > 0 si vi > v0

Helmholtz-Rayleigh γ(v) = γ0(v
2 − v2

0)
[ErdmannPRE2002,ErdmannEJP2000]
Schienbein-Gruler γ(v) = γ0(1− v0/v)

Simetŕıa rotacional ⇒ 〈v〉 = 0
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Modelo de repositorio

Fuerza disipativa F diss = −γ0v + d e(t)v
Dinámica del repositorio
ė = q(r)− ce(t)− h(v)e(t)
q(r) = q0 y h(v) = d v2

est = q0/(c+ dv2)

F diss = −
[
γ0 − dq0

c+dv2

]
v
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Ĺımite de rapidez constante

|v| → v0

Evidencia experimental: [S Bazazi,Collective motion and cannibalism in locust

migratory bands 2008. H U Bdeker, Quantitative analysis of random ameboid motion.

2010. Li Dictyostelium motility as persistent random motion 2011.] ]

Dinámica de peatones [Buchmueller 2007]

Purpose v0

Business 1.61
Leisure 1.10
Commuting 1.49
Shopping 1.16

Difusión anómala: Part́ıculas en medios heterogeneos Chepizhko PRL2013

Persistencia en sistemas de part́ıculas bajo influencia de torcas aleatorias
Radtke PRE 2012

Migración de fotones en medios dispersivos Polishchuk PRE1996, Ramakrishna

IJMP2002
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Movimiento activo

Run-and-tumble particles
Active Brownian particles
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Ecuación de transporte general

∂

∂t
P (x,v, t)+v·∇P (x,v, t) =

∫
d3v′

[
K(v|v′)−K(v′|v)

]
P (x,v′, t)
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Trayectorias Individuales de part́ıculas activas
Momentos de la distribución espacial

Chenouard et al. Nature Methods 2014

Howse et al. Phys. Rev. Lett. 2007

Jiang et al. Phys. Rev. Lett. 2010

Zheng et al. Phys. Rev. E 2013
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Distribución de posiciones, msd, kurtosis
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Ecuaciones de Langevin 2D

d

dt
x(t) = v0 v̂(t) + ξT (t),

d

dt
ϕ(t) = ξR(t).

v̂ = (cosϕ(t), sinϕ(t))
〈ξT 〉 = 〈ξR〉 = 0
〈ξi,T (t)ξj,T (s)〉 = 2DBδ(t− s); 〈ξR(t)ξR(s)〉 = 2DΩδ(t− s)
DB = kBT/6πηa coeficiente de difusión translational
DΩ coeficiente de difusión rotational

η viscosidad del fluido

Escala de tiempo: D−1
Ω

Escala de longitud: v0D
−1
Ω

Inv. no. de Péclet: D̃B ≡ DBDΩ/v
2
0

Part́ıculas Janus [Pallaci PRL 2010]
D−1

Ω ≈ 0.9 s−1

DB ≈ 0.34 µm2/s
v0 ≈ 0.3− 3.3 µm/s

D̃B ≈ 0.035 - 4.2
  

(t)

(t')
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d

dt
x(t) = v0 v̂(t) + ξT (t),

d

dt
ϕ(t) = ξR(t).

Resultados numéricos:
Esquema de integración
Euler-Cromer expĺıcito
Paso de integración 0.001
Promedio sobre 105 trayectorias,
Pasos totales de integración ×106

Condiciones iniciales: xi = 0,
ϕi ∈ [0, 2π]
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Resultados numéricos

DΩt = 0.01, 0.1, 1.0, 10.0, 100.0; D̃B = 0.001
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Ecuación de Fokker-Planck

P (x, ϕ, t) = 〈δ(x− x(t))δ(ϕ− ϕ(t))〉

∂

∂t
P (x, ϕ, t) + v0v̂ · ∇P (x, ϕ, t) =

− ∂

∂ϕ
〈ξR(t)δ(x− x(t))δ(ϕ− ϕ(t))〉

− ∇ · 〈ξT (t)δ(x− x(t))δ(ϕ− ϕ(t))〉,

Teorema Furutsu-Novikov 〈η(t)F [η(t)]〉 = 〈δF [η(t)]/δη(t)〉

∂

∂t
P (x, ϕ, t) + v0 v̂ · ∇P (x, ϕ, t) =

DB∇2P (x, ϕ, t) +DΩ
∂2

∂ϕ2
P (x, ϕ, t).

DB = 0 : Ramakrishna 2002, FJS LA Gómez-Nava PRE 2014; DB 6= 0 y

confinamiento: Sandoval y Dagdug PRE 2014
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Descripción reducida de part́ıculas activas

P0(x, t) =

∫ 2π

0

dϕP (x, ϕ, t)

P̃ (k, ϕ, t) =
1

2π

∞∑
n=−∞

p̃n(k, t)e
−(DBk

2+DΩn
2)teinϕ,

p̃n(k, t) = e(DBk
2+DΩn

2)t

∫ 2π

0

dϕ P̃ (k, ϕ, t)e−inϕ.

→ jerarqúıa infinita de ODEs acopladas

d

dt
p̃n = −v0

2
ik e−DΩt

[
e2nDΩte−iθ p̃n−1+ e−2nDΩteiθ p̃n+1

]
.

donde kx ± iky = ke±iθ

Note que [FJS, Sandoval 2015]

P0(x, t) =

∫ 2π

0

dϕP (x, ϕ, t) = (2π)−1

∫
d2k e−ik·xe−DBk

2tp̃0(k, t)

P0(x, t) =

∫
d2x′G

(
x− x′, t

)
p0(x′, t), G (x, t) =

e−x2/4DBt

4πDBt
,

el propagador translacional de difusión en dos dimensiones.
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Conección con la hidrodinámica fluctuante

P̃ (k, ϕ, t) =
1

2π

∞∑
n=−∞

p̃n(k, t)e−(DBk
2+DΩn

2)teinϕ,

P̃ (k, ϕ, t) = e−DBk
2t
[
%̃(k, t) + e−DΩtṼ (k, t) · v̂+ e−2DΩtv̂ · W̃(k, t) · v̂ + . . .

]
,

campo escalar de densidad

%̃(k, t) =
1

2π
p̃0(k, t),

el campo vectorial Ṽ (k, t)

Ṽx(k, t) =
1

2π
[p̃−1(k, t) + p̃1(k, t)] ,

Ṽy(k, t) =
i

2π
[p̃1(k, t)− p̃−1(k, t)] ,

el campo tensorial de rango dos, simétrico y de traza cero W̃(k, t)

W̃xx(k, t) = −W̃yy(k, t) =
1

2π
[p̃2(k, t) + p̃−2(k, t)] ,

W̃xy(k, t) = W̃yx(k, t) =
i

2π
[p̃2(k, t)− p̃−2(k, t)]
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∂

∂t
%̃+

v0

2
e−DΩt ikiṼi = 0,

∂

∂t
Ṽi + v0e

DΩt iki %̃+
v0

2
e−DΩt ikjW̃ij = 0,

∂

∂t
W̃xx +

v0

2
eDΩt i(kxVx − kyVy) + 2DΩW̃xx = 0,

∂

∂t
W̃xy +

v0

2
eDΩt i(kxVy + kyVx) + 2DΩW̃xy = 0,

∂t%(x, t) +∇ · J(x, t) = 0, J(x, t) la transformada inversa de Fourier de

J̃(k, t) = (v0/2)e−DΩtṼ (k, t).

∂

∂t
Ṽi(k, t) + v0e

DΩt iki %̃(k, t) +
v2
0

4
k2

∫ t

0
ds e−3DΩ(t−s) Ṽi(k, s) = 0,
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Soluciones expĺıcitas para %̃(k, ε) y Ṽ (k, ε) en el dominio de Laplace,

%̃(k, ε) =
%̃(k, 0)

ε+
v2

0k
2/2

ε+DΩ +
v2

0k
2/4

ε+ 4DΩ

Ṽi(k, ε) =
− ikiv0

ε+
v2

0k
2/4

ε+ 3DΩ

%̃(k, ε−DΩ),

La corriente J̃(k, ε) se obtiene de J̃(k, ε) = (v0/2)Ṽ (k, ε+DΩ)

J̃(k, ε) = −v
2
0

2
ik

1

ε+DΩ +
v2
0k

2/4
ε+4DΩ

%̃(k, ε).

con lo que se concluye una relación constitutiva non-Fickiana

J(x, t) = −v
2
0

2
∇
∫
d2y

∫ t

0

dsψ(x− y, t− s)%(y, s),

ψ̃(k, t) = e−5DΩt/2

[
4DΩ

$k
sin$k + cos$kt

]
$2
k = v2

0k
2/2− 9D2

Ω/4.
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Solución aproximada para p̃0

Régimen difusivo 3DΩt� 1

d

dt
p̃0 = −v0

2
ik e−DΩt

[
e−iθp̃−1 + eiθp̃1

]
,

d

dt
p̃±1 = −v0

2
ik
[
eDΩte∓iθp̃0+e

−3DΩte±iθp̃±2

]
d2

dt2
p̃0 + DΩ

d

dt
p̃0 = −v

2
0

2
k2p̃0−

v2
0

4
k2e−4DΩt

(
e2iθp̃2 + e−2iθp̃−2

)
.

−→ ∂ttp0(x, t) +DΩ∂tp0(x, t) =
v2

0

2
∇2p0(x, t)

Ecuación del telegrafista [Porrá et al. PRE1997]

DΩt→∞, ec. de difusión, D = v2
0/2DΩ.

DΩt� 1, ec. de onda con velocidad c = v0/
√
2.

Con solución en Fourier

p̃0(k, t) = p̃0(k, 0) e
−DΩt/2

[
DΩ

2ωk
sinωkt+ cosωkt

]
,

con ω2
k ≡ v

2
0k

2/2−D2
Ω/4
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Promedio del cuadrado del desplazamiento

〈x2(t) = −∇2
k

[
e−DBk

2tp̃0(k, t)
]
k=0

〈x2(t)〉 = 4DBt+ 〈x2(t)〉0

d2

dt2
〈x2(t)〉0 +DΩ

d

dt
〈x2(t)〉0 =

v2
0

2

[
∇2

k(k2
x + k2

y)p̃0

]
k=0

+
v2
0

4
e−4DΩt×{

∇2
k

[
(kx − iky)2p̃−2 + (kx + iky)2p̃2

]}
k=0

d2

dt2
〈x2(t)〉0 +DΩ

d

dt
〈x2(t)〉0 = 2v2
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D~B = 0.00316

D~B = 0.01

D~B = 0.0316

D~B =0.1

D~B = 0.31623
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~t

~t

~t 2
D~B

〈x2(t)〉 = 4
v2
0

D2
Ω

[(
D̃B +

1

2

)
DΩt−

1

2

(
1− e−DΩt

)]
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p̃0 a tiempos más cortos

En el régimen 5DΩt� 1, (modos de Fourier n = 0,±1,±2) −→

d

dt
p̃0 = −v0

2
e−DΩt [(ikx + ky) p̃−1 + (ikx − ky) p̃1]

d

dt
p̃±1 = −v0

2
eDΩt

[
(ikx ± ky) p̃0 + e−4DΩt (ikx ∓ ky) p̃±2

]
d

dt
p̃±2 = −v0

2
e3DΩt (ikx ± ky) p̃±1.

∂ttp0(x, t) +DΩ∂tp0(x, t) = v2
0 ∇2

∫ t
0
ds φ(t− s)p0(x, s) +

v2
0

4 e
−4DΩtQ(x)

Ecuación del telegrafista generalizada [FJS Gómez-Nava PRE 2014]
φ(t) = 3

4
δ(t)−DΩe

−4DΩt

Q(x) =
∫ 2π
0 dϕ

[
ei2ϕ (∂x + i∂y)2 + e−i2ϕ (∂x − i∂y)2 −

(
∂2
x + ∂2

y

)]
P (x, ϕ, 0).

p̃0(k, ε) =
(ε+ 4DΩ)(ε+DΩ) + v2

0k
2/4

(ε+ 4DΩ)
[
ε2 +DΩε+ (3/4)v2

0k
2
]
− v2

0DΩk2
.
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P̂0(k, t) = e−DBk
2tp̂0(k, t) −→ P̂0(k, ε) = p̂0(k, ε+DBk

2)

La curtosis κ = 4
〈x4(t)〉r
〈x2(t)〉2r

, ˜〈x4(ε)〉r =
(

1
k
∂
∂k
k ∂
∂k

)2
P̃0(k, ε)

∣∣∣
k=0

〈x4(t)〉r = 25 v
4
0

D4
Ω

[
(DΩt)

2

(
D̃B +

1

2

)2

− D̃B DΩt
(

1− e−DΩt
)]

+
v4
0

D4
Ω

[
87

2
− 30DΩt

(
1 +

4

9
e−DΩt

)
−

49

9
e−DΩt +

1

144
e−4DΩt

]
.

DB = 0

c)

b)

d)

FJS Gómez-Nava PRE 2014

DB = 0.001
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Resultados: difusión rotacional + translacional

Kurtosis (Gaussiana κ = 8)—
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κ =

〈[
(x− 〈x〉)TΣ−1(x− 〈x〉)

]2〉
[FJS Sandoval 2015]

Resultados experimentales para paŕıculas

Janus, Zheng et al. PRE 2013
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Resultados: difusión rotacional + translacional
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Part́ıculas activas sujetas a torsión, caso 3D

d

dt
x(t) = v0 v̂(t) + ξT (t),

d

dt
v̂(t) = [τ + ξR(t)]× v̂(t)

Procesos estocásticos multiplicativos

d

dt
v̂x(t) = ξR,y(t)v̂z(t)− ξR,z(t)v̂y(t)

d

dt
v̂y(t) = ξR,z(t)v̂x(t)− ξR,x(t)v̂z(t)

d

dt
v̂z(t) = ξR,x(t)v̂y(t)− ξR,y(t)v̂x(t)

dθ(t) =
Dθ

tan θ(t)
dt+ ξθ(t)dt

dϕ(t) =
ξϕ(t)

sin θ(t)
dt
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Ecuación de Fokker-Planck

∂

∂t
P (x,Ω, t) + v0Ω · ∇P (x,Ω, t) = DB∇2P (x, v̂, t)+

DΩ

[
1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2

∂ϕ2

]
P (x, v̂, t)+

1

sin θ

∂

∂ϕ

[(
τ · θ̂

)
P (x,Ω, t)

]
−

∂

∂θ
[(τ · ϕ̂)P (x,Ω, t)]

Ω = (sin θ cosϕ, sin θ sinϕ, cos θ)

τ = τ0ẑ
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∂

∂t
P̂ (k,Ω, t) + iv0Ω · k P̂ (k,Ω, t) = −DBk

2P (k, v̂, t)+

DΩ

[
1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2

∂ϕ2

]
P (k, v̂, t)+

− τ0
∂

∂ϕ
P (k,Ω, t)

Considere la expansión

P̂ (k,Ω, t) =

∞∑
n=0

n∑
m=−n

P̂mn (k, t)e−[DBk
2+DΩn(n+1)+iτ0m]t Y m

n (Ω).

Y m
n (Ω) armónicos esféricos
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d

dt
P̂mn (k, t) = −iv0

∞∑
n′=0

n′∑
m′=−n′

P̂m
′

n′ (k, t) e−DΩ[n′(n′+1)−n(n+1)]te−iτ0(m′−m)t×

∫
dΩYm

′
n′ (Ω)[Ω · k]Ym∗n (Ω),

Reglas de selección: δn,n′±1δm,{m′,m′±1}

d

dt
P̂mn =

v0

2
e−2DΩ(n+1)t

{
P̂m+1
n+1

[
(n+m+ 2)(n+m+ 1)

(2n+ 1)(2n+ 3)

]1/2

e−iτ0t(ky + ikx)

+ P̂m−1
n+1

[
(n−m+ 2)(n−m+ 1)

(2n+ 1)(2n+ 3)

]1/2

eiτ0t(ky − ikx)

− P̂mn+1

[
(n+m+ 1)(n−m+ 1)

(2n+ 1)(2n+ 3)

]1/2

2ikz

}

−
v0

2
e2DΩnt

{
P̂m+1
n−1

[
(n−m)(n−m− 1)

(2n− 1)(2n+ 1)

]1/2

e−iτ0t(ky + ikx)

+ P̂m−1
n−1

[
(n+m)(n+m− 1)

(2n− 1)(2n+ 1)

]1/2

eiτ0t(ky − ikx)

+ P̂mn−1

[
(n−m)(n+m)

(2n− 1)(2n+ 1)

]1/2

2ikz

}
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d2

dt2
P̂ 0

0 (k, t) + 2DΩ
d

dt
P̂ 0

0 (k, t) = −
v2
0

3
k2P̂ 0

0 (k, t)+(
2

3

)1/2

iτ0
v0

2
e−2DΩt

[
eiτ0t(ky − ikx)P̂−1

1 − e−iτ0t(ky + ikx)P̂ 1
1

]
+

(v0

2

)2
e−6DΩt

(
8

15

)1/2 [
e−2iτ0t(ky + ikx)2P̂ 2

2 + e2iτ0t(ky − ikx)2P̂−2
2

]
−

(v0

2

)2
e−6DΩt

(
2

15

)1/2

4ikz
[
e−iτ0t(ky + ikx)P̂ 1

2 + eiτ0t(ky − ikx)P̂−1
2

]
+

(v0

2

)2
e−6DΩt

(
4

45

)1/2

2
(
k2
x + k2

y − 2k2
z

)
P̂ 0

2

Si τ0 = 0:

msd: 〈x2(t)〉 = 6DR

[
t− 1

2DΩ

(
1− e−2DΩt

)]
cuarto momento: 〈x4(t)〉 =
v4
0

D4
Ω

[
5
3

(DΩt)
2 − 26

9
DΩt− e−2DΩtDΩt+ 2

(
1− e−2DΩt

)
− 1

54

(
1− e−6DΩt

)]
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Generalización a D dimensiones (parte activa)

fD(r, t) =
δ(r−ct)
ADrD−1 =⇒ Gaussiana

∂2fD(r, t)

∂t2
+

1

t
(D − 1)

∂fD(r, t)

∂t
= c2∇2fD(r, t),
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∂2fD(r, t)

∂t2
+

[
1

t
(D − 1) + γ

]
∂fD(r, t)

∂t
= c2∇2fD(r, t),
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〈x2(t)〉 = 2D
c2

γ
t [1− 2F2({1, 1}, {2, D},−γt)] .

〈x2(t)〉 = 2d!(ct)2
∞∑
n=0

(−γt)n

(n+ d)!(n+ 2)
.

〈x2(t)〉 ' c2t2 ×(1− 2
3
γt
d+1 + . . .), γt� 1

〈x2(t)〉 = 2d c
2

γ t
[
1− γe

γt +
ln γt
γt + . . .

]
' 2d c

2

γ t, γt� 1 −→ D = c2/γ.

γe = 0.57721566490 . . . es la constante de Euler-Mascheroni

d 〈x2(t)〉
1 2c2

γ

[
t− 1

γ

(
1− e−γt

)]
2 4c2

γ

[
t− 1

γ
Ein (−γt)

]
3 6c2

γ

{
t− 2

γ
[Ein (−γt)− 1+

1
γt

(
1− e−γt

)]}
Ein (x) = γe + lnx+ E1(x),

E1(x) =
∫∞
x dt e−t/t
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En progreso ...

  

Efectos de inhomogeneidad
espacial en la actividad

Efectos de confinamiento: paredes rígidas Efectos de potenciales
atrapamiento 

Efectos de flujos externos
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Conclusiones y comentarios finales

Se extendió el estudio de part́ıculas Brownianas en alineamiento al caso de
interacción de corte alcance. Diferencias ”sutiles“ respecto a las caracteríısticas
observadas en el MV. Realizar un estudio basado en ecuaciones hidrodinámicas
es necesario.

Se extendió el método para analizar sistemáticamente las soluciones para la
densidad de probabilidad marginal P0(x, t), de la parte activa, a la situación
donde las part́ıculas también están sujetas a fluctuaciones en su traslación.

La conección del método empleado con la descripción dada por la hidrodinámica
de fluctuaciones fue exhibida expĺıcitamente en dos dimensiones.

Un análisis similar fue extendido al caso de tres dimensiones espaciales, en el
que se consideró los efectos debidos a fuerzas externas de torsión.

Una ecuación para la distribución de posiciones, debida a la parte activa, es
propuesta fenomenólogicamente y captura cualitativamente los resultados
encontrados en simulaciones numéricas.
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