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Funcionales.
i Qué es un funcional? '&’

Un funcional es una regla de correspondencia que a cada funcién (curva) le
asocia un nimero real.

Ejemplos.

e A cada curva podemos asociarle su longitud.

e Suponiendo que cada curva en el plano estd hecha de un material homogéneo,
podemos relacionarla con la abscisa de su centro de masas.

e Si cada curva que una los puntos A y B en el plano tiene definida una velocidad
en cada punto (z,y). Podriamos asociar cada curva con el tiempo que le tomaria
a una particula que recorre dicha curva.
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Funcionales.
Problemas. (@

e Encontrar la curva de longitud minima que une los puntos A y B en el plano.

b
J(y) = / VIt 7 @)Pd.

e Encontrar la curva en la cual una particula, bajo la influencia de la gravedad, llega
del punto A al punto B en el menor tiempo posible.

e De todas las curvas cerradas de longitud L encontrar aquella que encierra el area
mas grande posible.

4 carlhernandez@uv.mx Sobre el Calculo de Variaciones y algunas aplicaciones. ~ 25-04-2019



Funcionales.
Problemas. *’

1) = [ Flay)ie

L a1+ [y (@)Pda
JE VT Ty (@)Pde
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Funcionales
El metodo de diferencias finitas. ’#’
Considere el funcional
b /
= / F(z,y,y")dz, y(a) = A, y(b) = B.
a
Divida el intervalo [a,b] en n + 1 partes iguales, bajo la eleccién adecuada

de puntosa = xg < 1 < 2, - < Tp < Tpt1 = b.
Reemplace la curva por la poligonal que pasa por los puntos:

(‘TOv A)? (xlvy(xl))ﬂ EERE) (xmy(xn))a («Tn—f—l, B)

Aproxime el funcional por la suma

n+1 Yio1
J(y17y27°"ayn ZF<xlay’L7 hl >h7
donde y; = y(w;) y h = i — xi—1.
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Funcionales.
Espacios de funciones. (#

e Cla, b] sera el conjunto de las funciones continuas en el intervalo [a, b].

e (C[a, b] sera el conjunto de las funciones con primera derivada continua en el
intervalo [a, b].

e (yfa, b] seré el conjunto de las funciones con segunda derivada continua en el
intervalo [a, b].

Operaciones vectoriales.

(f+9)(x) = f(z) + g(z)

(Af)(x) = Af(x)
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Funcionales.
Normas %’

Definicién.
Una norma es una funcién no negativa, || - ||,definida sobre un espacio vectorial que
satisface

@ |z|| =0siysolosiz=0;
@ | Az = [Alll=l
O [lz +yll < [zl + Iyl

Il i= mix [y(z)]

e ’ s’ /
Ylloo,1 := Jndx, ly ()] + Jndx, Y ()]

— z 7 / , /i
Iylloo = méx ly(x)] + max [y (x)] + max [y ()]
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Funcionales.
Continuidad de funcionales ’&’

Definicion.

Sea X un espacio normado. Un funcional J : X — R es continuo en g € X si
para cada ¢ > 0 existe 6 > 0 tal que

e = ol < 8= () = J(wo)| < e.
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Funcionales.
Continuidad de funcionales ’&’

Definicion.

Sea X un espacio normado. Un funcional J : X — R es continuo en g € X si
para cada ¢ > 0 existe 6 > 0 tal que

e = ol < 8= () = J(wo)| < e.

J(x) — J(x9) > —¢ J(x) — J(z0) < €
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Funcionales.
Continuidad de funcionales e&’

Definicion.

Sea X un espacio normado. Un funcional J : X — R es continuo en g € X si
para cada ¢ > 0 existe 6 > 0 tal que

e = oll < & = |7 (x) = J(wo)| <.

J(x) — J(x9) > —¢ J(x) — J(z0) < €
semincontinuidad inferior semicontinuidad superior
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Extremos de funcionales.
Funcionales lineales. ’&’

Definicion.

Un funcional ¢ : X — R es lineal si para cualesquiera hy,hy € X y A € R satisface

O (M) = Ap(h1);
® o(h1 + ha) = o(h1) + @(ha);

Ejemplos en Ca, b].

¢(h) = h(zo)
o(h) = /  h(x)da
b

o) = | a(@)h(e)de
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Extremos de funcionales.
Diferencial de un funcional. (&’

AJ(h) = J(y+h) = J(y)

Definicién.
Un funcional J se dice diferenciable en y si existe un funcional lineal ¢ tal que para
cada ¢ > 0 existe § > 0 tal que

Il < 6= —|AJ(h”)hﬂ o0l

o 18700 — ()

=0.
h—0 Al
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Extremos de funcionales.
La unicidad de la diferencial. ‘&’

Lema

Si ¢ es un funcional lineal continuo tal que

i )

=0
h—0 Hh” ’

entonces ¢ es el funcional nulo.

v
Demostracion.

Suponga que ¢ no es identicamente cero, entonces existe hg # 0 tal que
varphi(hg) # 0. La sucesién h,, = %1 converge a cero y por la continuidad de
¢ se deduce que

(ho)
- olhn) L F #(ho)
0 =lim = lim -2 0.
2 Tl = Tl = o] 7

Lo que seria una contradiccion. O
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Extremos de funcionales.
La unicidad de la diferencial. ﬂ#

Supongamos que existen 1 y @so que satisfacen la definicién de diferencial,
entonces

[p1(h) = pa(h)| _ [1(h) = AJ(R)|  |AJT(R) = p2(h)]
2] - 5] 17l '

Luego
lig 121(R) — @2(h)

=0.
h—0 It

Y por el lema anterior ¢1(h) = @2(h) para cada h € X.
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Extremos de funcionales.
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Extremos de funcionales.
Maximos y minimos. (#

Maximo local en y: Existe § > 0 tal que

Al < 6 = AJ(h) < 0.

Minimo local: Existe 6 > 0 tal que

Al < 6 = AJ(h) > 0.

Méximo global en y: AJ(h) <0 para todo h € X.

Minimo global en y: AJ(h) > 0 para todo h € X.
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Extremos de funcionales.
Condiciones necesarias. ‘&’

Teorema.

Si J es un funcional diferenciable y tiene un extremo en y, entonces su diferencial
en y es nula; i.e.

para cada h € X.

Teorema.

Si el funcional ,
I = [ Py,

definido sobre un conjunto de funciones y(z) que tienen primera derivada continua
en [a,b] y que satisfacen las condiciones de frontera y(a) = Ay y(b) = B, tiene un
extremo en en la funcién y = y(x), entonces y satisface la ecuacién de
Euler-Lagrange p

Fy_%

Fy =0.
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Extremos de funcionales.
Casos particulares de la ecuacion de Euler-Lagrange. %’

Integrando Ecuaciéon de Euler-Lagrange
F(z,y) Fy=C
F(y,y') F—yF,=C
F(z,y) Fy(z,y) =0

FayVIT W2 fy—foy = frie =0
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Aplicaciones.
Refraccion. (@

Supongamos un medio no homogéneo, formado por dos medios homogéneos
| y Il separados por una recta r. Sea A y B dos puntos dados de | y Il
respectivamente. Entonces un rayo luminoso que va de A hasta B lo hace a
través de una trayectoria que es rectilinea en cada medio considerado y tal
que si O es el punto de la recta r por el que pasa, se tiene que el cociente
entre el seno del angulo de incidencia 61 y el seno del dngulo de refraccion -,
es igual Z—; siendo w1 y va, respectivamente, las velocidades de propagacion

de laluz en | y Il. Es decir
senf; 61

senfly (972

17  carlhernandez@uv.mx Sobre el Célculo de Variaciones y algunas aplicaciones.  25-04-2019



Aplicaciones.
Refraccion. ¢$9

Principio de Fermat, S. XVII.

Un rayo luminoso que va de A hasta B, lo hace a través de una trayectoria tal que
el tiempo empleado en su recorrido es minimo.

Se eligen A = (0,a), B = (d,—b). Si O = (z,0) el tiemplo empleado en la
trayectoria es

_ Va2 + 22 N Vb2 + (d —z)?
V1 ()] '

t(x)
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Aplicaciones
Ejemplo sin dependencia de y. %’

sujeto a y(1) =0y y(2) = 1.
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Aplicaciones.
La trayectoria mas corta que une dos puntos %’

J(u) = [°\/T+ (y)2da, sujeto a y(a) = a'y y(b) = f.

/

¥y
1+ (y')*

y =A
y=Ax+ B

(x —a)+ «
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Aplicaciones.
La braquistécrona (@

Es la curva de descenso mas rapido; es decir, la curva que une dos puntos y
que es recorrida en el menor tiempo, por un cuerpo que comienza en el punto
inicial con velocidad cero, y que debe desplazarse a lo largo de la curva hasta
llegar al segundo punto, vajo la accién de la fuerza de gravedad y suponiendo
que no existe friccion.

VR, L RGP,
J(y)—/o - d:c—\/%/o , d
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Aplicaciones.
La braquistécrona (#

1\2
1+ @) _ 4

w?
Vy(l+(')?) Y
1

v+ ()2

2a — 1
=Ty — =2a

y = C?
m—xoz/ /2ay7ydy

x—x0:2a/sin2 gdeza(H—siHO), y =a(l —cosb)

Y
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Gracias
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